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Abstract: Directional distance function is the generalization of radial model in data envelopment 
analysis. It has the capacity of dealing with undesirable outputs, but the problem is that it has no 
unit-invariant measurement of efficiency, which hampers its application to empirical studies. Data 
normalization for data envelopment analysis is a universal solution for the problem of 
unit-invariance, and the efficiency keeps unchanged in radial and non-radial models after data 
normalization. A unit-invariant efficiency measure for directional distance function is developed 
based on DEA data normalization.  
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1 引言 
DEA（Data Envelopment Analysis，数据包络分析）是一种基于被评价对象间相对比较






一。单位不变性是指效率测量的无量纲（dimensionless ）特征，它是 DEA 效率测量方法需









要满足的条件之一[4, 5]。CCR、BCC 等径向 DEA 模型[6-8]和 SBM（slack based measure）等








问题是制约方向距离函数及新的 DEA 效率测量方法发展的一个障碍。本文提出的 DEA 数
据标准化方法是解决 DEA 效率测量的单位不变性问题的通用方法, 不仅适用于方向距离函
数的效率测量，也适用于任何新的DEA效率测量方法，这为方向距离函数模型的应用和DEA
效率测量方法的发展创造了条件。 












（1） 数据变化后，现有的径向和非径向 DEA 模型的效率测量结果应保持不变； 




从上述思路出发，本文建立了以下的 DEA 数据标准化方法： 
假设有 n 个 DMU，每个 DMU 都有 m 种投入和 q 种产出，被评价 DMU 的投入和产出
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对多”的变换方式，每个 DMU 均有各自的标准化数据集，如果有 n 个 DMU，就相应的会




（2）被评价 DMU 的投入向量和产出向量标准化后变为所有元素均等于 1 的向量。 
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（4）DEA 数据标准化在被评价 DMU 的投入产出改进值、目标值（投影值）和效率值
之间建立了明确的关系。 
采用原始数据的投入导向 CCR 模型表示为： 
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采用原始数据的产出导向 CCR 模型表示为： 
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采用标准化数据后，投入导向 CCR 模型表示为： 
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采用标准化数据后，产出导向 CCR 模型表示为： 
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在采用标准化数据的径向 DEA 模型中，由性质（2）知，被评价 DMU 的各项投入和产
出指标值均为 1，从而有 
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在投入导向模型中，各项投入指标的径向改进值相同，等于（1-θ）；在产出导向模型中，
各项产出指标的径向改进值相同，径向改进值等于（φ-1）。 
采用原始数据的混合导向（non-oriented）规模收益不变（constant returns to scale，CRS）
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在采用标准化数据后，非径向模型的无效率程度表示为松弛改进的平均值。 
表 1 用示例数据说明了 DEA 数据标准化的方法及其分析结果。共有 7 个 DMU，两项
投入（x1 和 x2）和一项产出（y）。以投入导向 CRS 模型，被评价 DMU 为 G 为例，数据标
准化方法为所有 DMU 的投入、产出数据除以 G 的投入、产出值，即 x1j标准化为 x1j/x1G，
x2j标准化为 x2j/x2G，yj标准化为 yj/yG。G 的投入和产出向量在标准化之后各元素均为 1。采
用原始数据和标准化数据的效率值相等，在径向模型中，径向改进值（-0.31）表示无效率
的程度，在非径向模型中，松弛改进值（-0.20 和-0.50）的均值（-0.35）表示无效率的程度。 
表 1 DEA 数据标准化示例（以被评价 G 的投入导向 CRS 模型为例） 
DMU 原始数据  标准化数据 
 x1 x2 y 
 
1xˆ  2xˆ  yˆ  
A 10.00 40.00 10.00  0.20 0.67 0.50 
B 15.00 25.00 10.00  0.30 0.42 0.50 
C 32.00 24.00 16.00  0.64 0.40 0.80 
D 48.00 16.00 16.00  0.96 0.27 0.80 
E 24.00 48.00 16.00  0.48 0.80 0.80 
F 54.00 27.00 18.00  1.08 0.45 0.90 
G 50.00 60.00 20.00  1.00 1.00 1.00 
径向（CCR）        
  效率值 0.69    0.69   
径向改进值 -15.62 -18.75 -0.00  -0.31 -0.31 -0.00 
松弛改进值 -0.00 -0.00 -0.00  -0.00 -0.00 0.00 
  投影值 34.38 41.25 20.00  0.69 0.69 1.00 
非径向（SBM）        
  效率值 0.65    0.65   
松弛改进值 -10.00 -30.00 -0.00  -0.20 -0.50 0.00 
  投影值 40.00 30.00 20.00  0.80 0.50 1.00 
3 方向距离函数模型的效率测量方法 
方向距离函数模型是对径向 DEA 模型的推广，其线性规划方程定义如下（v 和 u 分别
表示投入和产出方向向量）：  
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量与横坐标平行时，例如 v＝（1, 0），改进指标仅涉及 x1，同时效率值完全取决于 x1的无
效率程度；当方向向量与纵坐标平行时，例如 v＝（0, 1），改进指标仅涉及 x2，同时效率值
完全取决于 x2的无效率程度；当方向向量由（1, 0）向（0, 1）过渡时，例如由 v1 改为 v2，
x1的作用逐渐减小，x2 的作用逐渐增加。 
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图 1 采用标准化数据的投入导向 CRS 方向距离函数模型示例 
在对方向距离函数的实际应用中，通常取被评价 DMU 的投入和产出向量作为方向向
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在式(8)中，βv和 βu表示投入和产出向量的无效率程度，在计算投入和产出的无效率值
时，采用了其算术平均值。方向距离函数模型是径向模型的推广，在式(8)中当投入方向向
量 v 取被评价 DMU 的投入数值，即 v = (1, 1…, 1)，产出方向向量 u 取 0 向量时，方向距离
函数模型等价于采用标准化数据的投入导向径向 DEA 模型，效率值 θ＝1-β；当投入方向向
量 v 取 0 向量，产出方向向量 u 取被评价 DMU 的产出数值，即 u = (1, 1…, 1)，方向距离函
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证明：在标准化数据中，被评价 DMU 的投入和产出向量元素值均为 1，由式(11)的约
束条件可得出 
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利用表 1 中的示例数据，以投入导向 CRS 方向距离函数模型为例，给出了采用不同方
向向量时各 DMU 的效率值。分析工具为 MaxDEA 5.0 软件，效率计算采用式(8)。 
表 2 采用不同方向向量时方向距离函数的效率值 
 方向向量（x1, x2, y） 
DMU （1, 0, 0） （0, 1, 0） （0, 0, 1） （2, 1, 1） （1, 1, 1） 
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A 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 
B 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 
C 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 
D 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 
E 0.944 0.917 0.933 0.936 0.933 
F 0.833 0.833 0.833 0.833 0.833 
G 0.767 0.708 0.688 0.702 0.688 
5 结束语 
单位不变性是 DEA 研究领域所公认的 DEA 效率测量方法需要满足的条件之一。由于
DEA 标准化数据是无量纲化的，具有单位不变性，即无论投入和产出指标采用什么样的单
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